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Abstract
The object of this paper is to prove the generalization of a theorem
due to Heath–Brown on certain mean value of Dirichlet L–function.
1 序
D. R. Heath–Brownの結果は以下の通りである．





















が成り立つ. ここで T (k) は以下の展開である

















このとき N ≥ 1, また cn は適当な常数, γ はEulerの定数, µ(·) はMo¨biusの
函数, ϕ(·) は Eulerの函数, ζ(·) はRiemannの ζ–函数を表す.
この定理を Q 上 n = r1+2r2 次アーベル拡大体Kについて述べたのが以
下である.




























が成り立つ. ここで Φ は (Z/(Nq)Z)∗ の既約剰余類群の指標 (乗法群とし
















る. Heath–Brownの結果を自然に代数体に拡張するためには, この ξ(s,Φ)を
対象にする方がHeckeの L–函数よりもふさわしいと思われる. ここで T (k)
は以下のものである:














































M + 1/2− 1/2n +
A2












































































d(a) = D(x) = x(log x+ 2γ − 1) + ∆(x).
ここで d(n) は n の約数函数 (参考文献 [4]の p.9を参照), また, D は K の
判別式の絶対値, R は単数基準. I(x) はノルムが x をこえないような K の
整イデアルの個数とすると







はDedekindの ζ–函数である. 但し a が K の整イデアルを動くとする．ま









ここで積分路 c は ∞ から出発して (正の実軸の), 原点をかこんで (正の方










次に (参考文献 [2]の p.92を参照) ABCDE 上の積分 (図 1参照)
Γ(x)
(




Fig. 1 Fig. 2
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となる．ここで右辺は Re(s) > 1 か Re(s) < 0 で収束するから左辺もそうで






































































となる (図 2参照). K の整イデアルでノルムが n となる個数は，∀ε > 0の
とき， ∑
Nb=n



































は ε→ 0 のとき 1 ≤ Na ≤ Nq において一様に収束する. ここで b1 は K の


























と書き表せる (図 2参照). ここで




































最初に ξ(s,Φ) を定義した. s > 1 のとき



































































































... (e2πi(1−s) − 1)−1Γ(1− s)−1e−iπs = 2πΓ(s).
32
















































sin {2πNa1Na2/Nq + π(1− s)/2}
(N j)s(Nb1Nq +Na2)s
,
ここで b2 = dj, (Na1Na2, Nq) = 1 とおくと，
Nb2 = n1, Na2 +Nb1Nq = n2, n1n2 = n. (2)
n ≥ 3 のとき






















































すると F (s) は s の奇函数で留数 1 の原点に於ける単純極を除いて正則であ
る. すると
F (−s) = −s cos(πs) exp ((−σ + it)2) ,
33
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より (−σ + it)2 = σ2 − 2tσi− t2 だから
F (σ + it) exp (−|t|2) (|t| ≥ 4, σ1 ≤ σ ≤ σ2). (6)

































が成り立つ．ここで，(σ) は σ − i∞ から σ + i∞ までの直線を表わす. ま





















T (k, s), (8)

















今 n = n1n2 = N(b1j){N(b2q) +Na2} とおくと





























F (s)ds = Re{K(s)},














である．F (s) は単純極 s = 0 を除いて正則. このとき留数は Γ(1/2) = π1/2.
また ∑
Na≤x

















h を K の ideal class group の数, R を K の判別式, D を K の共役差積, r1











·1 = λx+R(x). また，
T (k) = 4Re(S(k)),
であるから, D(x) の評価式より

































以下計算は k のかわりに Nk を代入すればよい.∫ ∞
0







































Γ(1/2− s) F (s)ds
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(γ + log 4),







































































































































































×O1O2(Nk)1−1/2n + O1((Nk)−1/2n). (13)

























































































M + 1/2− 1/2n +
A2










が成り立つ. n = 2 のとき, ϕ(Nq) のかわりに h0 とおく.
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